§ 2.3 Распознавание «образа шума»

Интеллектуальная обработка информации в ПРЛС начинается с выделения на временной оси интервалов, которые распознаются как «образ шума». Эти интервалы могут быть исключены из дальнейшей обработки, что резко понижает поток цифровых данных на последующих этапах. Ошибки распознавания здесь порождают поток ложных тревог, ухудшающих качество конечных результатов работы ПРЛС. Поскольку шумы приемника доступны для исследования, можно принять некоторую их модель как априорную информацию.
Наиболее часто применяется модель нормального (гауссовского) белого шума, действующего в ограниченной полосе обработки [1, с.108]. Нормальность означает, что распределение вероятности значений напряжения случайного процесса в любой точке оси времени есть нормальное распределение  [1, с.97]. Белый шум характеризуется отсутствием статистической зависимости значений напряжения в любой паре точек на оси времени. Белый шум является стационарным случайным процессом, что означает постоянство параметров нормального распределения его значений. Для ограниченного полосой обработки белого шума дисперсия σ2ш его распределения конечна, а его среднее можно считать равным нулю. Дисперсия в этом случае может рассматриваться как средняя мощность шума, приведенная к единице сопротивления нагрузки. На интервале времени Δt энергия шума есть
 
                                                         Еш = σ2ш Δt.                                         (2.3.1)

Белый шум имеет равномерную спектральную плотность S(f) = Sш = const 
[1, c.85]. Следствием этого является соотношение

                                                         σ2ш =Sш∙Δf                                            (2.3.2)

где Δf – ширина полосы обработки. Из (2.3.2) следует, что энергия шума пропорциональна ширине полосы обработки. Следует отметить, что для ограниченного идеальным полосовым фильтром белого нормального шума независимость и некоррелированность его отсчетов имеет место лишь на частоте оцифровки fc=2 Δf  [1, с 255],[9, с 123].
Обычный способ генерирования радиосигналов заключается в амплитудной и фазовой модуляции гармонического колебания с несущей частотой ω, что математически записывается в виде

ξ(t) = A(t) cos(ωt + Q(t) + φ).

Здесь A(t) – функция амплитудной модуляции (огибающая), Q(t) – функция фазовой модуляции, φ – начальная фаза несущей [3, с.19]. При условии

                                                            Δf / f0 <<1,

где f0 – центральная частота полосы  Δf, применима модель так называемого узкополосного сигнала [1, c.276-284]. Огибающая суммы нормального белого шума и радиосигнала в этой модели имеет плотность распределения Релея - Райса 
                                                      (2.3.3)

Здесь s – амплитуда сигнала, Io() – модифицированная функция Бесселя [4, c 782] . При s=0 огибающая нормального белого шума имеет плотность распределения Релея

                                                                       (2.3.4)

На  рис. 2.3.1 приведены графики этих распределений в безразмерных единицах отношения сигнал/шум s/σш.
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            	   Рис.2.3.1.Плотности  распределения  Релея-Райса

Видеошум в канале  временной обработки огибающей не является нормальным и, как можно показать [1, c.286], небелым. Однако, в силу того, что частота оцифровки в видеоканале на много порядков ниже, чем несущие в полосе Δf, можно полагать независимость (некоррелированность) отчетов шума. Плотность (2.3.3) при больших s не сильно отличается от нормальной.
Для интеллектуальной обработки сигналов представляют интерес цифровые модели шума. Пусть необходимо создать реализации шума (ансамбль) для моделирования процесса обнаружения в некоторой полосе частот Δf. Для обработки без потерь информации следует выбрать частоту оцифровки  fc = 2Δf. Если (0, To) – интервал обработки, то реализации сигналов суть вещественные n-векторы, где n=To fc, компоненты которых суть отсчеты сигнала в точках  tj = jΔ, j = 0..n-1, Δ=1/fc . Случайный процесс с дискретным временем ξj = ξ(tj)  в общем случае задается n-мерной плотностью распределения вероятностей своих реализаций Wn [4, c 584]

                                   Р{ <ξj>  <dξj> }  =  Wn (<ξj> )<dξj> ,                      (2.3.5)

где знаком <xj> обозначаются кортежи величин xj. Если величины ξj  независимы, то многомерная плотность Wn  сводится к произведению одномерных плотностей W1 для величин ξj  [1, c.63-67]. При цифровой обработке дискретизации подвергаются не только время, но и значения ξj.  Если ξj  независимы и заданы плотности  W1(ξj)  , то реализации сигнала суть матрицы  ξjk, где  k=0…K-1 суть значения кодов АЦП. Распределение вероятностей величин  ξjk  в строках получается интегрированием функций W1(ξj)  в интервалах, соответствующих значениям сигнала для соседних кодов АЦП (k, k+1). Пусть, например, плотность W1 релеевская (2.3.4). Распределение вероятности того, что напряжение u превосходит величину uk, соответствующую коду k АЦП есть 



   
Распределение вероятностей появления кодов k есть
 
pk = Pk – Pk+1, k = 0…K-2                                                 (2.3.7)
pK-1 = PK-1, k = K-1.

Величины pk , рассчитанные для  каждого индекса  j образуют матрицу || Pjk || с нормированными на 1 строками, которая является описанием шума в канале обработки огибающей. Для получения его цифровых реализаций нужно генерировать случайные n-векторы, компоненты которых распределены в соответствии со строками || Pjk || .
Реализации нормального белого шума удобно генерировать функцией rnorm(n,µ,σ) пакета MathCAD. Эта функция формирует n-вектор V с независимыми и нормально распределенными компонентами со средним µ и дисперсией σ2. Каждое обращение к этой функции при µ=0 формирует реализацию нормального белого шума в безразмерном дискретном времени с безразмерной дисперсией σ2.  Для получения реализаций в реальном времени необходимо задать либо размерный временной квант дискретизации Δ, либо полосу обработки Δf, и тогда ξ(tj)=Vj , tj=jΔ. Следующие операторы языка MathCAD формируют огибающую суммы нормального белого шума и радиосигнала  в безразмерной форме 
           R= rnorm(n,a,1)    U= rnorm(n,b,1)    
         Для получения реализаций в непрерывном времени можно использовать ограниченный ряд Котельникова [3, c.38]. 
При моделировании процессов обработки в частотной области необходимы соответствующие модели шума. Например, модель нормального белого шума в полосе  Δf получается следующим образом. Пусть пара n-векторов (a, b) суть случайные векторы, каждая компонента которых есть независимая случайная величина, распределенная нормально с фиксированной дисперсией σ2.  Рассмотрим временные реализации на интервале (0, To) вида


где  ωk = 2k/To . В точках  tj = jΔ, Δ = 1/2Δf   отсчеты  ξj =  ξ(tj)  суть линейные комбинации величин ak, bk  и, следовательно, также являются нормально распределенными величинами [4, с.583-584]. Дисперсия любого отсчета при этом равна [4, с.584]

                                              σ2ш = nσ2.                                                            (2.3.9)

Математическое ожидание энергии E реализаций (2.3.8) на интервале (0, To) есть


                                                
где 
                                         (2.3.10) 
При выводе (2.3.10) учтена ортогональность тригонометрических функций разложения (2.3.8) на (0, To) и коммутативность операций M[·]  и интегрирования.
Выражение (2.3.10) означает, что вклад каждой гармоники в среднюю мощность шума одинаков и равен σ2. Так как отсчеты ξj  независимы, реализации (2.3.8) обладают всеми основными свойствами белого нормального шума на интервале (0, To). Следует отметить, что они не могут, тем не менее, рассматриваться как точные реализации нормального белого шума с ограниченной полосой в силу одновременной дискретизации их как по времени, так и  по частоте. Это же относится и к реализации шума в виде ограниченного ряда Котельникова. Однако, эти реализации в энергетическом смысле, (т.е. в пространстве Гильберта [4, c 418] с нормой в виде интеграла Лебега [4, c 124]  от квадрата функций), можно сделать сколь угодно близкими к точным [3, c 38].
Рассмотрим статистические характеристики гармоник (2.3.8), образующих модельные реализации нормального белого шума.
Амплитуды гармоник  Ak  суть  модули случайных  векторов с нормально распределенными компонентами, что влечет релеевскую плотность их распределения 
[4, c.583]

                                                                           (2.3.11)

Фазы гармоник  φk = Arctg (bk /ak). Положим, что φk  [-/2, /2] и тогда можно взять главную ветвь функции Arctg . Для определения плотности W(φk)   распределения фаз найдем сначала распределение отношения   х = b/a, где a, b суть нормально распределенные величины с дисперсией σ2. Для дифференциалов величин х, a, b имеем соотношение
                                          dx = (db-xda)/a.

Вероятность  P(х dx) = W(x)dx получается интегрирование по a вероятностей 
P(a da  b xda)

     W(x)dx = ∫ W(a) W(xa)db∙da = ∫ W(a) W(xa)a da∙dx + ∫ W(a) W(xa)a(da)2.      (2.3.12)
                 
Последний член в (2.3.12) имеет второй порядок малости по da и должен быть отброшен.
Тогда имеем 
                                         W(x) = ∫ W(a) W(xa)ada .                                     (2.3.13)

Подставив в (2.3.13) нормальные плотности распределения W(a), получим
 
                                                W(x)=1/(1+x2). 

Наконец, используя закон функционального преобразования плотностей распределений [4, с. 559]  и учитывая, что arctg′(x) =1/(1+x2), получим, что фазы φk  имеют равномерную плотность распределения  W(φk) =1/  на интервале [-/2, /2]. Учитывая равновероятность значений величин a, b с разными знаками, приходим к выводу о равномерности распределения фаз на всем интервале [- , ].
	Более полное рассмотрение статистических свойств узкополосного сигнала дано в [1, c 276], [9, с 55]. 
Полученные свойства «образа шума» являются основанием алгоритмов его распознавания. Если параметры его распределения полностью известны, то решающее правило в этом случае строится следующим образом. Пусть ξ  есть вектор-выборка шума на интервале распознавания (0, To). Выбирается некоторый функционал H(ξ) и подобласть D его определения, на которой принимается решение

                                        при H(ξ)  D  выборка ξ  есть шум
                                        при H(ξ)   D выборка ξ  не шум.                (2.3.14)

	Например, функционал H(ξ) может быть энергией шума или количеством его выбросов на интервале (0, To) выше некоторого порога. По известной статистике выборок определяется статистика функционала H(ξ) и находятся параметры обнаружителя. Эти случаи подробно рассматриваются ниже. Параметры распределения могут быть получены статистической обработкой достаточно большой выборки шума, но при априорном условии отсутствия сигналов. Это условие не всегда может быть обеспечено и встает задача самообучения в условиях наличия мешающих сигналов. Эта задача может иметь удовлетворительное для практики решение лишь при определенных условиях. Такое решение также рассматривается ниже.
	Если нет каких либо априорных данных о наличии или отсутствии сигнала в выборке ξ, то параметры распределения не могут быть получены ее статистической обработкой. Решающее правило в данном случае может опираться лишь на общие свойства, присущие принятой модели шума. Для белого шума это близость автокорреляционной функции к δ–функции или статистическая равномерность спектра. Для отдельной ограниченной реализации  ξ возможен лишь анализ ее спектра. Для построения обнаружителя необходимо формализовать понятие его «статистической равномерности».
	Наглядное представление образа шума в частотной области дает полярный график комплексных компонентов спектра, если произвести их упорядочение по возрастанию фаз (сортировку, функция sort() пакета MathCAD). На рис. 2.3.2 показан типичный график-образ ограниченной реализации шума (512 линий спектра). Можно видеть, что амплитудные спектры ограниченных реализаций шума имеют довольно значительные выбросы, т.е. «статистическая равномерность» здесь проявляется весьма относительно.
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	Рис. 2.3.2 Образ ограниченной реализации нормального белого шума
При выборе критерия для решающего правила в заданных условиях необходимо обеспечить его независимость от фактической дисперсии. Таким критерием можно выбрать отношение максимума амплитудного спектра к его среднему. Знаменатель-среднее обеспечивает «статистический фундамент» критерия, так как при большом числе линий спектра  его распределение имеет малую дисперсию. В присутствии радиосигналов это отношение имеет очевидную статистическую тенденцию к увеличению. Поэтому решающее правило, основанное на «статистической равномерности» амплитудного спектра шума,  можно сформулировать следующим образом: «реализация ξ есть шум, если отношение максимума амплитудного спектра к его среднему по выборке не превышает некоторый порог H». Порог определяется по вероятности ложных тревог обнаружителя через распределение вероятности введенного отношения. Найдем это распределение для нормального белого шума.
	Плотность распределения амплитуд спектральных линий в этом случае есть (2.3.11). В дальнейшем при расчетах можно принять дисперсию за единицу, так как будучи масштабным множителем, в отношении  максимума к среднему она сокращается. Обозначим случайную величину max{Ak} через y, а нормированное среднее по выборке - через x. Для упрощения модели расчета оказывается полезным среднее x брать по множеству амплитуд {Ak}, из которого исключается максимальная амплитуда y

Здесь L – общее число линий спектра, включая линию с максимальной амплитудой. Распределение величины y находится так [16, с 16]. Обозначим через ρ(y) первообразную плотности (2.3.4) (распределение Релея) при дисперсии, равной единице



Распределение величины y тогда есть ρL(y). Это вероятность того, что все L амплитуд спектра не превосходят y. Дифференцируя это выражение, получим плотность вероятности распределения y



Для нахождения плотности вероятности распределения отношения z=y/x необходимо определить совместную плотность вероятности распределения F(x,y). Через функцию F(x,y) искомая плотность определяется интегрированием [9, с 54]



При введенном выше определении случайной величины x, она становится суммой релеевских амплитуд Ak , ограниченных значением случайной величины y. Так как число линий спектра можно считать достаточно большим  (L>>1), то распределение указанной суммы можно считать нормальным. Среднее и дисперсия этого нормального распределения суть



Искомая совместная плотность вероятности F(x,y) есть произведение

                                  

Здесь dnorm(x,c,s) – плотность нормального распределения со средним c и СКО s. Выбор порога H сводится к решению уравнения


где Pлт - вероятность ложных тревог обнаружителя. На рис. 2.3.3 представлен образец графика решений этого уравнения при числе линий спектра L=512.
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Рис. 2.3.3 График выбора порога обнаружителя шума по отношению max{A}/M[A]

	Найдем кривые обнаружения простого радиосигнала, присутствующего на всем интервале выборки и несущая которого совпадает с одной из частот разложения Фурье. В этом случае в спектре выборки возникает одна линия, амплитуда которой распределена по закону Релея – Райса (2.3.3). Для построения кривых обнаружения найдем плотность распределения отношения z=y/x в этих условиях.
	Назовем линию спектра, частота которой равна частоте сигнала сигнальной гармоникой, а прочие линии – шумовыми гармониками. В каждой выборке-реализации имеются альтернативы: либо амплитуда сигнальной гармоники максимальна, либо максимальна амплитуда некоторой шумовой гармоники. Обозначим через q(x,a) функцию распределения Релея – Райса (2.3.3) при единичной дисперсии, т.е. параметр a есть безразмерное отношение сигнал/шум


Распределение величины y теперь будет равно q(x,a)ρL-1(y). Дифференцируя это выражение, получим плотность вероятности распределения y при наличии сигнала



Распределение суммы x можно по-прежнему считать нормальным. Среднее и дисперсия этого нормального распределения при наличии сигнала также могут быть найдены соответствующей вероятностной схемой. При L>>1 это оказывается излишним – поправки к найденным выше параметрам M[x|y] и D[x|y] несущественны. Совместную плотность вероятности F(x,y,a) при наличии сигнала можно записать в виде





Плотности распределения отношения z=y/x при наличии сигнала есть


Кривые вероятности правильного обнаружения рассматриваемого сигнала при его наличии даются выражением


На рис. 2.3.4 приведены кривые обнаружения при некоторых значениях Pлт [7, программы FFTWYMA.xcmd и FFTKPO.xcmd].

                    [image: ]

                      Рис. 2.3.4 Кривые обнаружения при наличии сигнала

Если отношение «сигнал/шум» a →0, то вероятности правильного обнаружения стремятся к вероятности ложной тревоги. Дополнительная вероятность Pупр=1- Pупо есть вероятность пропуска сигнала. Предположим, что рассматриваемый обнаружитель распознает выборки шума для того, чтобы по ним определять его истинную дисперсию.

Энергию выборки Еш можно найти из равенства Парсеваля [15, с 21]
				

после чего использовать формулу (2.3.1). Пропуски сигнала означают, что в части выборок будут получены искаженные оценки. Из рис. 2.3.4 видно, что при близких к единице вероятностях пропуска сигналы очень слабы и оценки также искажаются мало. При близких к единице вероятностях правильного обнаружения сигналы больше влияют на оценки, но вероятности пропуска при этом малы. Найдем усредненную относительную оценку искажений при определении истинной дисперсии указанным способом.
	Положим, что присутствует и пропускается единственный радиосигнал в выборке. Тогда величина Еш будет определена с относительной ошибкой



[bookmark: _GoBack]где m – индекс сигнальной гармоники, Am(s) – ее амплитуда как функция отношения сигнал/шум.  Усредним эту ошибку, заменив случайные величины Am(s) на первые моменты их распределений (см. [9, с 96])

                            

Полученную оценку повторно усредним по распределению вероятности Pупр(s)


Непосредственный расчет этой относительной ошибки при числе гармоник L=512 дает незначительную величину err 0.2% [7, программа FFTPHASE.xcmd].
	Рассмотрим теперь формализацию свойства равномерности фазового спектра шума. Если произвести его упорядочение по возрастанию, то равномерность преобразуется в близость к эталонному линейному образу φk = +2k/L, k=0,…,L-1. Среднеквадратичное отклонение упорядоченного фазового спектра выборки от эталонного образа может быть взято за критерий соответствующего решающего правила. Распределение вероятностей для этого критерия в принципе может быть получено общими методами [см. 16, с 19 и 9, с 53]. Однако в этом нет практической необходимости. Дело в том, что в силу усредняющего характера, данный критерий очень слабо реагирует на присутствие радиосигналов. Радиосигнал, даже большой амплитуды, вызывает лишь «навязывание» своей фазы одной из гармоник спектра [9, с 60]. Это изменение нивелируется усреднением и вероятность пропуска сигнала всегда оказывается близкой к единице. По этой же причине не рассматривался критерий «отношение среднеквадратичного отклонения к среднему по амплитудному спектру».
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